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Resumen

El presente trabajo estudia la relación entre la 
incertidumbre macroeconómica y el comportamiento del 
sistema de precios de la economía uruguaya, utilizando 
el análisis de redes para representar al sistema de precios 
que componen el Índice de Precios del Consumo (IPC). 
Se construyeron redes utilizando ventanas móviles anua-
les entre 1997 y 2020, tomando como nodos a las distin-
tas clases de bienes y servicios que componen el IPC. Los 
resultados empíricos muestran que existe un conjunto de 
nodos centrales rodeados de otros periféricos, donde los 
primeros se caracterizan por haber tenido una dinámica 
similar a muchos otros nodos de la red, mientras que los 
segundos registraron un comportamiento atípico. Los 
resultados empíricos del trabajo permiten mostrar la 
volatilidad en la dinámica de precios y su relación con 
los procesos macroeconómicos, así como los cambios 
en las interrelaciones entre los precios que componen 
el IPC en Uruguay.
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Complex network analysis:  
A study of inflation in Uruguay

Abstract 

This paper studies the relationship between macroeco-
nomic uncertainty and the behavior of the price system in the 
Uruguayan economy, using network analysis to represent the 
price system that makes up the Consumer Price Index (CPI). 
Networks were built using annual moving windows between 
1997 and 2020, taking as nodes different classes of goods and 
services that conform the CPI. The empirical results show 
a set of central nodes surrounded by other peripheral ones, 
where the former is characterized by having a similar dynamic 
to many other nodes in the network while the latter display 
an atypical behavior. These empirical findings demonstrate 
volatility in the price dynamics and its relationship with 
macroeconomic processes, as well as changes in the interrela-
tionships between the prices that make up the CPI in Uruguay.

Keywords: inflation, prices, network analysis, complex 
systems, monetary policy, Uruguay.
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INTRODUCCIÓN

En las economías de mercado, los precios de los bienes y servicios están sujetos a 
cambios constantes, por efecto de modificaciones en la oferta o la demanda. Algunos 
precios aumentan y otros disminuyen. Se habla de inflación cuando se produce un 
aumento generalizado de los precios. Como resultado, pueden adquirirse menos 
bienes y servicios por cada unidad monetaria y la moneda vale menos que antes. 
Concretamente, la inflación se define como el aumento generalizado y sostenido del 
nivel general de precios. Entre algunos de sus efectos, se destaca la pérdida sostenida 
del valor de la divisa que produce dificultades para ahorrar en moneda nacional y 
un desestímulo a la inversión real en detrimento de inversiones especulativas, que 
pueden terminar agravando aún más el problema.

Existen diversas teorías acerca de las causas de este fenómeno. Uno de los 
enfoques tradicionales para la comprensión de la inflación es la teoría monetarista. 
En ella, se supone que la inflación es esencialmente un fenómeno monetario que 
surge como consecuencia del desfasaje entre la oferta y la demanda de dinero. 
Cuando el Banco Central aumenta la cantidad de dinero (oferta) sin que exista una 
contrapartida en la demanda, esto provoca una disminución del valor de la moneda 
con lo cual se produce inflación. Dado que el enfoque anterior suele ser considerado 
de largo plazo, para comprender mejor la variación de precios en el corto plazo suele 
ser mejor enmarcarse en teorías keynesianas, vinculadas con las fricciones de corto 
plazo en los precios de los diferentes mercados analizados. Para una economía pe-
queña, abierta y altamente dolarizada como la uruguaya, es razonable suponer que 
la inflación dependerá de la evolución del tipo de cambio nominal, de la inflación 
del resto de mundo y de presiones internas.

Por otra parte, autores como Noyola Vázquez (1956) y Olivera (1960) han con-
siderado que los modelos anteriores no son satisfactorios para describir la situación 
inflacionaria en países latinoamericanos. Por esto, plantean la teoría estructuralista 
de la inflación, donde se establece que la inflación surge como consecuencia de pre-
siones básicas y de la puja distributiva entre distintos sectores y clases sociales de 
la economía. A diferencia de las teorías monetaristas y keynesianas, la inflación no 
se da por un exceso de demanda, sino por una rigidez en la oferta de bienes agríco-
las, que, ante un aumento de la demanda, responde con un alza significativa de sus 
precios. De este modo, los aumentos de la cantidad de dinero son una consecuencia 
endógena de estos aumentos de precios. Esta teoría ve a las devaluaciones como 
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un mecanismo redistributivo donde se da una transferencia de recursos desde los 
sectores industriales hacia los sectores agroexportadores.

En cambio, en Heymann y Leijonhufvud (1995) se sugiere que las causas 
de la inflación suelen ser más complejas que lo establecido por ciertos modelos 
tradicionales. El foco de la crítica que se hace a los modelos tradicionales es que no 
tienen en consideración el proceso de toma de decisiones de los empresarios y los 
motivos que llevan a decidir el aumento de precios. Los autores plantean abordar el 
comportamiento de los agentes desde una mirada más completa, entendiendo que 
el ser humano está inmerso en una sociedad sumamente compleja, con diversas 
instituciones (entre ellas el dinero) que hacen difícil abstraer y simplificar el compor-
tamiento humano. Las personas toman sus decisiones de consumo y producción en 
este marco, dando lugar a interacciones entre los agentes y las variables del entorno. 
En este sentido, la economía puede ser vista como una red de contratos (formales 
e informales) inmersos en la estructura descrita anteriormente, y es así que puede 
entenderse a la inflación como un resultado emergente de este proceso.

Esta problemática conduce a que uno de los principales objetivos de los bancos 
centrales sea velar por la estabilidad de la moneda, es decir, mantener la inflación 
baja y estable en el tiempo. Este objetivo ayuda a crear un entorno predecible para 
la toma de decisiones, lo cual contribuye a suavizar los ciclos económicos y sentar 
las bases para un crecimiento sostenido del país. Los bancos centrales han basado 
el control de la inflación en políticas basadas en esquemas de metas de inflación 
(Taylor, 1993; McCallum, 1988), donde se comprometen a estabilizar el aumento del 
nivel de precios a partir del ajuste de los instrumentos de política seleccionados y en 
respuesta a las condiciones macroeconómicas. Para que las políticas sean efectivas, 
los bancos centrales deben actuar de forma consistente, a la vez que las proyecciones 
sobre la economía y el comportamiento de los agentes económicos deben converger 
a las metas propuestas.

Cada familia tiene sus propios hábitos de consumo, que difieren de familia en 
familia. Las costumbres de consumo medios del conjunto de las familias determinan 
el peso de los distintos bienes y servicios en el cálculo de la inflación. En concreto, 
la inflación se calcula mediante la tasa de variación en el tiempo de un índice de 
precios, por lo general el Índice de Precios al Consumidor, que mide los precios de 
una selección de bienes y servicios adquiridos por un consumidor medio. Por ejem-
plo, el Índice Armonizado de Precio de Consumo mide la inflación de los precios de 
consumo en la zona del euro.
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En Uruguay la inflación se estima con el Índice de Precios del Consumo (IPC), 
un indicador agregado que estima la evolución mensual de los precios de un con-
junto de bienes y servicios que consumen los hogares para un periodo y región 
determinados. Estos se seleccionan con base en su importancia relativa en el gasto 
total y la frecuencia de hogares que consumen estos bienes. El IPC se calcula de la 
siguiente manera:

/0 = , ,0
=1

           [1]

Donde i es el subíndice que representa a cada uno de los bienes y servicios,  
IPCt/0 es el índice de precios del consumo en el periodo t, con base en el periodo 0, 
Ii,t es el índice de precios del producto i en el periodo t, y wi,0 es la ponderación del 
producto i en el mes base (periodo 0). Nótese que —además de medir las variacio-
nes de los precios a nivel del consumidor—, el IPC se utiliza para calcular el poder 
adquisitivo de la moneda, calcular el índice de salario real y sirve como deflactor de 
las cuentas nacionales.

Si bien este índice permite tener una estimación de la inflación en distin-
tos plazos, existen ciertos inconvenientes asociados a su construcción. Uno de  
los principales problemas es que al usar una canasta de bienes y servicios consumidos 
por un tipo de familia determinada que se mantiene constante en el tiempo, no se 
contempla la sustitución de bienes ante cambios en los precios relativos que podrían 
realizar los consumidores. A su vez, tampoco considera cambios en la calidad de 
los bienes, en la estructura de consumo o en la relación entre los distintos bienes y 
servicios, y tampoco contempla la introducción de nuevos bienes. Por estas razones, 
cada cierto periodo se procede a una actualización de la canasta, también conocida 
como cambio de base. La construcción del IPC se hace mediante una encuesta sobre 
gastos familiares obtenida a partir de una muestra significativa de toda la población1.

Este trabajo pretende ofrecer una mejor comprensión de las características 
de la inflación, abordando al sistema de precios de la economía como un sistema 
complejo. Si bien en este trabajo el ejercicio se realiza para el caso de la economía 
uruguaya, puede extenderse a cualquier otro país. El estudio introduce técnicas de 
análisis innovadoras que permiten comprender en mayor medida las características 
del fenómeno. Por ello, nuestros objetivos consisten en estudiar la relación entre 

1 En el caso de Uruguay, para conocer en detalle la metodología de construcción del IPC, se puede consultar la 
página web del INE Uruguay: https://www.ine.gub.uy/ipc-indice-de-precios-del-consumo

https://www.ine.gub.uy/ipc-indice-de-precios-del-consumo
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las redes de precios y la inflación, analizando la relación entre los periodos de ines-
tabilidad macroeconómica con cambios en la estructura de la red. En particular, se 
observará cómo evoluciona la red ante variaciones en la política cambiaria.

Asimismo, poder relacionar el resultado del sistema (nivel de inflación) con lo 
que ocurre a una escala meso (visualizado a partir de redes de precios) puede dar lugar 
a una mejor comprensión del fenómeno, ya que se pueden estudiar los procesos inter-
nos del sistema que dan lugar a cambios en el nivel de precios. Además, podrían iden- 
tificarse distintas fases del proceso inflacionario con base en la composición interna 
de las redes para distintos niveles de inflación, lo cual daría lugar a detección de 
umbrales o puntos de quiebre donde la dinámica del sistema cambie radicalmente.

Es preciso destacar que, dado que estaremos enmarcados en la teoría de los 
sistemas complejos, este trabajo no buscará hacer predicciones acerca de la inflación 
(Edmund, 2017), sino que se propone un modelamiento explicativo. Con base en 
esto, será posible obtener una mayor comprensión acerca de la estabilidad de los 
precios relativos y la respuesta a shocks devaluatorios.

El documento se estructura de la siguiente forma. En la sección posterior 
se hace una revisión de antecedentes. Luego se describe el proceso de obtención 
y procesamiento de los datos, mientras que en una sección siguiente se detalla la 
metodología utilizada para analizar los datos. Posteriormente se presentan los re-
sultados empíricos, y en la sección final se presentan comentarios, conclusiones y 
posibles extensiones de este trabajo.

ANTECEDENTES

Existen algunos trabajos académicos que estudian la inflación en Uruguay desde el 
punto de vista de la descripción y predicción del fenómeno. Un precursor de esta línea 
es Cancelo et al. (1994), que analiza el proceso inflacionario dividiendo los bienes y 
servicios que lo componen en transables y no transables; se constatan diferencias 
entre las dinámicas de las series, por lo que se realiza una proyección desagregada 
del IPC con base en esta categorización. Es importante destacar que la distinción 
entre ambos tipos de bienes es efectuada de forma ad hoc por los autores, sin basarse 
en un método estadístico. Sin embargo, esta elección no es arbitraria ni trivial, sino 
que existen diversos modelos económicos (Samuelson, 1964) que sugieren que es 
esperable que las dinámicas de los bienes transables y no transables sean distintas, ya 
que están sujetas a diferentes procesos de producción. Asimismo, Garda et al. (2004), 
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Cuitiño et al. (2010) y Brum et al. (2012) realizan mayores desagregaciones para 
efectuar las predicciones, que pueden coincidir o no con las divisiones del IPC.

Dado que Uruguay es una economía pequeña y abierta, es esperable que el 
tipo de cambio nominal sea una variable relevante en la determinación de precios, y 
dada la creciente integración económica, se espera que aumentos del tipo de cambio 
sean cada vez más influyentes. De hecho, Licandro (2000) estima que un aumento 
de un 1 % en el tipo de cambio nominal genera un aumento de un 0,83 % en el IPC. 
En otro trabajo, Zacheo y Güenaga (2019) constatan que la magnitud del impacto 
de una devaluación en los precios se encuentra vinculada con las expectativas de 
los agentes económicos con respecto a la credibilidad de las metas de inflación. El 
estudio evidencia una reacción más fuerte ante shocks del tipo de cambio cuando 
las expectativas están desalineadas.

En alternativa a los trabajos anteriores, Álvarez et al. (2021) analizan el sistema 
de precios de Uruguay como un sistema complejo; constatan que para el periodo de 
estudio existe un proceso evolutivo en el sistema de precios, caracterizado por la 
dinámica no constante en la composición de las comunidades de precios. Al intentar 
encontrar una estructura de comunidades representativa del periodo, es determi-
nante el grado en que los bienes y servicios son sujetos de intercambio comercial 
con otros países. Esto da un sustento inicial para justificar que la dinámica de las 
comunidades de los bienes depende de esta característica, pero no permite concluir 
que esto se sostenga a nivel micro.

El trabajo de Brum et al. (2016) constituye un estudio desde la perspectiva 
monetarista de la inflación para lograr una mejor comprensión de este fenómeno a 
largo plazo. En él se constata la existencia de un “impacto positivo y significativo del 
crecimiento del núcleo monetario en la tasa de inflación”, donde al realizar pruebas 
de significación estadística se concluye que la trayectoria de la inflación está pautada 
por el crecimiento de la base monetaria por encima del crecimiento de la demanda 
de dinero. Luego, estudios de corte keynesiano han sido utilizados para compren-
der en mejor medida las dinámicas cortoplacistas de la inflación. Estos pueden ser 
complementados con el enfoque de Álvarez et al. (2021), que también es de corto 
plazo y permite visualizar otros aspectos del fenómeno, aunque la literatura adolece 
de estudios que complementen ambos enfoques. Por último, siempre se han hecho 
predicciones desde un enfoque econométrico para predicciones a corto y mediano 
plazo, aunque podría ser interesante incorporar otras técnicas estadísticas, tales 
como redes neuronales (ver Sari et al., 2016) para la predicción.
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Con respecto a los antecedentes académicos del estudio del fenómeno in-
flacionario desde la perspectiva de los sistemas complejos, además del trabajo 
anteriormente descrito, se han encontrado dos referencias: Gao et al. (2013) para el 
caso de China y Sarantitis et al. (2018) para el Reino Unido. En Gao et al. (2013) se 
construye una red compleja tomando como nodos distintos precios de la economía 
y como aristas la correlación entre estos. Dado que la correlación empírica entre dos 
series nunca es exactamente 0, lo que daría lugar a redes excesivamente densas, se 
utilizó un umbral u = 0,82 para filtrar todas las correlaciones que estuvieron por 
debajo de este valor. En cuanto al Reino Unido, se realiza el mismo procedimiento 
que el caso anterior, pero incluyendo solo bienes y servicios que componen el IPC 
y tomando un umbral de u = 0.5. En lo que respecta a Uruguay, como se comentó 
previamente, existe el antecedente de Álvarez et al. (2021), que al igual que el caso 
de Sarantitis et al. (2018) construye redes complejas con base en las clases del IPC, 
pero tomando un umbral de u = 0,36.

A pesar de la importancia de comprender la dinámica del proceso inflaciona-
rio, no hemos encontrado otros trabajos que se refieran al caso de Uruguay o sobre 
la aproximación al problema desde los sistemas complejos. La escasez de estudios 
académicos del tema abre la posibilidad a desarrollar ulteriormente el análisis del 
caso uruguayo y de otros casos desde la perspectiva de la economía de la complejidad.

DATOS Y METODOLOGÍA

Datos

Los datos primarios utilizados como base de este trabajo fueron extraídos de la base 
del Índice de Precios del Consumo (IPC), el cual es elaborado por el Instituto Nacional 
de Estadística (INE) con frecuencia mensual. Se tomaron datos comprendidos en el 
periodo marzo de 1997 hasta julio de 2020, aunque cabe aclarar que la base está 
subdividida en dos periodos (marzo 1997 a noviembre 2010 y diciembre de 2010 
en adelante), ya que en diciembre de 2010 se realizó un cambio de base.

Los datos correspondientes al primer periodo tienen como base el mes de 
marzo de 1997, en el cual se introdujo un cambio metodológico (véase INE, 1997) 
con respecto al periodo que le precede. En esta ocasión, el IPC estaba compuesto por 
310 bienes y servicios correspondientes al área urbana de Montevideo, los cuales se 
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pueden agrupar a distintos niveles en conjuntos de bienes y servicios considerados 
similares, conformándose 70 subrubros y 9 rubros que engloban a los primeros. Para 
este trabajo se utilizará el nivel de desagregación correspondiente a los subrubros 
(véase Anexo A.1), por lo cual se disponen de 70 series temporales.

El segundo periodo tiene como base el mes de diciembre de 2010, donde no 
solo se amplía la cantidad de bienes y servicios considerados a 374 (véase INE, 2010), 
sino que también se incorporan a la muestra algunas áreas urbanas del interior del 
país, por lo cual este índice representa la evolución del precio de una canasta de 
consumo típico de una familia de Montevideo o del interior urbano. Estos productos 
se agrupan en 88 clases de bienes y servicios con características similares, las cuales 
a su vez se agrupan en 12 divisiones. Así como en la primera parte se consideró el 
nivel de los subrubros, para este periodo se tomaron los datos correspondientes a 
las clases (véase Anexo A.2), disponiéndose de 88 series temporales.
El formato con el cual se trabajan las series es el de las variaciones mensuales por-
centuales para cada una de las clases o subrubros. Por lo tanto, a cada serie ipi,t en el 
momento t se la transforma (ecuación [2]) para obtener una nueva serie temporal 
xi,t. Obsérvese que al realizar dicho procedimiento se “pierde” una observación para 
cada uno de los dos subperiodos.

, = , − , −1

, −1
           [2]

Sistemas complejos

Este trabajo está enmarcado en el paradigma de la economía de la complejidad, 
es decir, se ve a la economía en su conjunto y sus partes como sistemas comple-
jos. Este enfoque ha sido abordado por autores como Arthur (1999) y Yukalov y 
Sornette (2014), quienes, a modo de caracterizar un fenómeno como sistema com-
plejo, proponen que se deben verificar las siguientes características:

• Si posee una gran cantidad de elementos relativamente similares que presentan 
interacciones locales.

• Emergencia: las interacciones entre elementos logran resultados que no podrían 
ser comprendidos si se estudia a cada elemento por separado (el todo es más 
que la suma de sus partes).

• Autoorganización: mediante interacciones, los elementos del sistema logran 
llegar a un orden o estructura sin la necesidad de un mando central.
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• Adaptación y evolución: estos sistemas presentan una dinámica no trivial, el 
sistema tiene la capacidad de adaptarse a nuevas situaciones y puede presentar 
evolución temporal. La variable temporal es clave en el análisis

• No linealidad: las interacciones y las respuestas a shocks generalmente son no 
lineales, lo cual permite observar efectos no proporcionales ante cambios peque-
ños (retroalimentación) y dificulta la posibilidad de hacer estimación puntual.

• Leyes de potencias: las distribuciones de probabilidad asociadas a las propieda-
des de este tipo de sistemas suelen seguir leyes de potencias.

Ciertos autores han manejado el concepto de complejidad en economía incluso 
antes de que surgiera este concepto, como señalan Farmer et al. (2012). Uno de ellos 
fue el propio Adam Smith. El concepto de “la mano invisible” consiste justamente 
en que, si se deja actuar libremente a una gran cantidad de individuos, cada uno 
velando por su propio interés, la economía por sí sola llegará a un estado deseable 
sin la necesidad de un mando central.

El hecho de ver la economía en su conjunto como un sistema complejo im-
plica que una gran cantidad de individuos que siguen patrones de comportamiento 
relativamente similares, al interactuar entre sí, logran una estructura que no podría 
ser explicada viendo cada agente por separado (no existe el agente representativo). 
En particular, se estudiará el sistema de precios de la economía uruguaya como una 
red compleja que evoluciona a lo largo del tiempo, lo cual da lugar a cambios en la 
topología de la red y, por lo tanto, en sus mecanismos de transmisión de información .

Por lo tanto, si se entiende que los individuos al interactuar entre sí en los 
mercados logran alcanzar un vector de precios y cantidades transadas, es razona-
ble pensar al sistema de precios como el resultado de estas relaciones entre entes 
individuales similares. Por lo tanto, un aumento de precios en ciertos bienes podría 
expandirse a todo el sistema de precios y retroalimentarse a partir de los aumentos 
en los demás precios, lo cual estaría vinculado con la teoría de la inercia inflaciona-
ria, explicada anteriormente. Por otro lado, analizar el sistema de precios como un 
sistema complejo implica que este tiene capacidad evolutiva y que no es un sistema 
estático, siendo el tiempo una de las variables fundamentales de este sistema.

En resumen, es razonable suponer que el sistema de precios de la economía 
puede ser entendido como un sistema complejo debido a que este surge del resultado 
de la interacción de gran cantidad de entes individuales, que logran resultados que 
no podrían ser entendidos estudiando a cada uno por separado, pues es dinámico 
y presenta patrones evolutivos (Álvarez et al., 2021).
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Análisis de redes

Definición

Se define una red compleja como una red (modelada como grafo) que posee ciertas 
propiedades estadísticas y topológicas no triviales, características de los sistemas 
complejos que no ocurren en redes simples. Una red (o grafo) es un conjunto de 
objetos llamados nodos (vértices) unidos mediante enlaces llamados aristas (arcos), 
que sirven para representar relaciones entre elementos de un conjunto. La definición 
precisa de red es la siguiente: se define una red G (V, E) como un conjunto de nodos 
(V) relacionados entre sí a partir de aristas (E). El conjunto de nodos V = {v1, v2, · · 
· vn} representa los objetos a estudiar, mientras que el conjunto de aristas E = {e1,1, 
e1,2, … , en,n} da la conexión entre los distintos nodos de la red, donde se cumple que 
el nodo i está conectado con el nodo j si y solo si eij ∈ E (o análogamente, {i, j} ∈ E).

Un grafo puede ser representado a partir de una matriz de adyacencia Anxn 
(ecuación [3]), donde el elemento Ai,j representa el enlace que une al nodo i con el 
j. En el caso de que dos nodos no estén conectados, se indica con un 0 en la matriz 
de adyacencia, por lo que Ai,j = 0 ⇔ {i, j} ∉ E; los valores diferentes a 0 implican que 
existe un enlace entre ambos nodos, y el elemento Ai,j de la matriz nos da la intensidad 
de dicho vínculo. En este trabajo se utilizan redes no dirigidas, esto quiere decir que 
la relación entre el nodo i y el nodo j es la misma que la relación entre el nodo j y el 
nodo i; y sin autobucles, esto quiere decir que no existe relación del nodo i consigo 
mismo. En términos de la matriz de adyacencia, estas condiciones pueden expresarse 
como Ai,j = Aj,i y Ai,i = 0, respectivamente, por lo que la matriz de adyacencia será una 
matriz simétrica con la diagonal principal nula.

=
0 ⋯ 1,
⋮ ⋱ ⋮

,1 ⋯ 0
          [3]

Construcción de las redes

Para este trabajo los nodos estarán representados por los subrubros (para el periodo 
marzo 1997 a noviembre 2010) y por las clases (para el periodo diciembre de 2010 a 
julio de 2020), por lo que para el primer periodo las redes tendrán 70 nodos, mientras 
que para el segundo tendrán 88. Esto hace que las redes no sean estrictamente compara-
bles entre los dos periodos debido a la heterogeneidad en la composición de los nodos.  
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Estas redes serán construidas utilizando datos correspondientes a periodos de 
12 meses, desde una ventana temporal mensual a fin de poder obtener la mayor 
cantidad de redes posibles. Para la construcción de estas redes se utilizó el paquete 
igraph (Csárdi y Nepusz, 2006) del software estadístico R. A modo de ejemplo, la 
primera red será construida usando los datos comprendidos entre marzo de 1997 
y febrero de 1998, la segunda con datos entre abril de 1997 hasta marzo de 1998, y 
así sucesivamente. Es importante destacar que dentro de cada periodo los nodos se 
mantienen constantes y lo que se modifica son las aristas, ya que estas dependen de 
la correlación entre las clases o subrubros, que a su vez van evolucionando a medida 
que se mueve la ventana temporal.

En ambos casos, las aristas entre los nodos estarán representadas por el coefi-
ciente de correlación lineal de Pearson en el periodo de construcción de la red entre 
las clases o subrubros que representan a cada nodo. Como fue señalado, este valor 
representa la intensidad del vínculo entre dos elementos de la red. En términos de 
la matriz de adyacencia, esto puede ser representado como Ai,j = Aj,i = ri,j, por lo que 
en principio se establecerá que dos nodos estarán conectados si tienen una corre-
lación distinta de 0. Esta situación puede dar lugar a redes excesivamente densas 
donde se toma como válida información poco relevante que puede llegar a resultar 
en conclusiones erróneas. Basándonos en antecedentes previos (Sarantitis et al., 
2018; Álvarez et al., 2021), se procederá a filtrar todas las correlaciones por debajo 
de cierto umbral u. Para el caso de Uruguay, el antecedente de Álvarez et al. (2021) 
establece como valor de umbral u = 0,36 (véase Anexo A.3). Por lo tanto, la matriz 
de adyacencia de la red que estudiamos Anxn está determinada por:

, = 0  , <
 , = ,   , ≥

 

Una vez realizado este procedimiento, se obtienen 154 redes de 70 nodos para 
el primer periodo y 104 redes de 88 nodos para el segundo periodo, por lo cual es 
posible comenzar su análisis.

Indicadores para el análisis de redes

Los indicadores son un conjunto de variables que permiten resumir diferentes 
aspectos de la red. Para redes con un número no pequeño de nodos, estudiar deta-
lladamente el comportamiento de las aristas y relaciones se vuelve imposible, por 
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lo que se utilizan indicadores que conlleven resumir qué es lo que está sucediendo 
en la red. En este apartado introducimos los indicadores que serán utilizados en 
nuestro estudio para analizar la dinámica de los precios y su relación con el proceso 
inflacionario. 

Densidad de la red

La densidad de la red G, denotado den(G) (ecuación [4]), representa el grado de 
conectividad entre los nodos de la red. Toma valores entre 0 y 1, siendo 0 una red 
donde no existen conexiones entre los distintos nodos y 1 donde todos los nodos 
están conectados entre sí. Se define como el cociente entre la cantidad de aristas 
existentes y la cantidad máxima de aristas posibles, donde, para el caso de una red 
no dirigida y sin autobucles con n nodos, es de n(n – 1)/2.

( ) =
  

   
=

  
( − 1)/2

          [4]

Transitividad
Este indicador busca cuantificar qué tan cierto es que si el nodo i está relacionado 
con el j, y el j con el k, esto implica que el nodo i está relacionado con el k. En términos 
precisos, podemos dar la siguiente definición: dados tres nodos i, j y k, donde ei,j ∈ 
E y ej,k ∈ E, una transitividad de 1 implica que necesariamente ei,k ∈ E, mientras una 
transitividad de 0 implica que ei,k ∉ E. En particular, este indicador (ecuación [5]) 
se puede interpretar como la probabilidad de que ei,k ∈ E, dado que ei,j ∈ E y ej,k ∈ E.

= ( , ∈  / , , , ∈ )         [5]

Tamaño del componente gigante (NRP)

En las redes, un indicador importante es la extensión del grupo de nodos enlazados 
entre sí que agrupa a la mayoría de los nodos de la red. Este grupo se denomina el 
componente gigante y puede ser definido como el cardinal de la componente conexa 
con mayor cantidad de nodos.

Distancia promedio de la red

La distancia entre dos nodos dentro de una red se define como la longitud del cami-
no más corto que une a dichos nodos. La distancia promedio de la red G, denotado 
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D(G) (ecuación [6]), es la distancia promedio entre dos nodos cualesquiera. Permite 
cuantificar qué tan rápido fluye la información dentro de la red y para su cálculo no 
se tiene en cuenta el peso de las aristas, es decir, Ai,j = 1 si ei,j ∈ E y Ai,j = 0 si ei,j ∉ E.

( ) =
1

( − 1) ,
,

   ≠           [6]

Correlación media de la red

Permite analizar el grado de correlación de la estructura de precios de la economía 
para los distintos periodos de análisis. Para su cálculo, es necesario trabajar con 
todas las correlaciones, es decir, se trabajan con los datos sin filtrar. Se define la co-
rrelación media de la red G, denotado C(G), que se calcula con la siguiente fórmula:

( ) =
1

( − 1)
| , |       ≠

,

           [7]

Comunidades

Detectar comunidades permite identificar subgrupos de precios con dinámicas si-
milares dentro de las redes a estudiar. Para este trabajo se utilizará el algoritmo de 
Louvain propuesto por Blondel et al. (2008). Es un algoritmo del tipo “jerárquico 
agregativo” (aunque con ciertas particularidades) que tiene como fin detectar comu-
nidades de nodos con gran cantidad de enlaces entre ellos y pocos enlaces entre los 
nodos de diferentes comunidades. Con este fin, se busca maximizar la modularidad 
Q (ecuación [8]), la cual toma valores en el intervalo [−1, 1], donde valores próxi-
mos a 1 indican que existe gran cantidad de enlaces dentro de las comunidades en 
comparación con la cantidad de enlaces entre comunidades.

=
1

2 2, − ( , )
=1=1

          [8]

Donde n es la cantidad de nodos en la red; Ai,j representa el enlace que va desde 
el nodo i al nodo j; = ∑ ,=1   es el grado del nodo i; = 1

2
 ∑ ∑ ,=1=1  es el 

valor total de los enlaces en la red; ci es la comunidad del nodo i; y δ(ci , cj ) es la delta 
de Kronecker: la cual vale 1 si ci = cj y 0 en caso contrario. Una derivación matemá-
tica de la intuición que está detrás de esta expresión se encuentra en el Anexo A.4.
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El algoritmo se aplicará tantas veces como redes se tengan; por lo tanto, para 
cada periodo es posible obtener la modularidad como medida representativa de la 
calidad de las comunidades, así como la cantidad de comunidades que se obtuvieron, 
e incorporarlas al análisis junto con los demás indicadores.

RESULTADOS DEL ANÁLISIS DE REDES

Como se ha mencionado, se construyeron redes para los diversos años de estudio 
usando ventanas móviles de un mes. A fin de ilustrar los resultados obtenidos, la 
figura 1 representa las redes de precios obtenidas para los periodos diciembre 
de 2002 y 2014. En ella puede observarse que en ambos casos (y en los casos no 
visualizados) existe un conjunto de nodos centrales rodeados de otros periféricos, 
donde los primeros se caracterizan por haber tenido una dinámica similar a muchos 
otros nodos de la red en su periodo de construcción, mientras que los segundos 
tuvieron un comportamiento atípico. Si bien esta estructura se mantiene para todas 
las redes, los resultados en términos de las redes per se son sumamente dinámicos: 
se observa que la posición y el comportamiento de los nodos cambia a lo largo del 
periodo de estudio.

Figura 1. 

Redes de precios de la economía uruguaya a diciembre de 2002 y 2014, respectivamente

Fuente: elaboración propia a partir de datos del Instituto Nacional de Estadística de Uruguay (INE). 
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Para abordar esta sección del análisis se estudiará por separado lo sucedido 
en el periodo 3/1997-12/2010 y 1/2011-7/2020. Esto se debe a que, al realizarse 
el cambio de base en el IPC en diciembre de 2010, las redes no son comparables 
debido al cambio en la cantidad de nodos (redes de distinto tamaño). Asimismo, es 
preciso aclarar que en términos de la evolución de los indicadores no se disponen 
datos en los periodos 3/1997-2/1998 y 1/2011-11/2011, ya que estos periodos 
fueron necesarios para la construcción de las redes.

Figura 2. 

Correlaciones entre la inflación y los distintos indicadores para el primer y segundo 
periodo de estudio, respectivamente 

 

Fuente: elaboración propia a partir de datos del Instituto Nacional de Estadística de Uruguay (INE).

La figura 2 muestra las correlaciones entre los diferentes indicadores seleccio-
nados y la inflación interanual, donde el color rojo está asociado con correlaciones 
altas y positivas, el azul con altas y negativas, y el blanco con correlaciones débiles. 
Con respecto al primer periodo, en términos generales se observa que la inflación in-
teranual presenta correlaciones fuertes con varios indicadores de la red. En particular, 
la inflación interanual registra una correlación alta y positiva con la densidad  
de la red, la transitividad y la correlación media, mientras que presenta una corre-
lación alta y negativa con la distancia promedio y la modularidad.
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Al estudiar las correlaciones entre los distintos indicadores, se encuentran 
varios resultados esperables, como una correlación alta y positiva entre la densidad 
de la red y la correlación media (lo cual es esperable debido a la forma en la que 
se construyeron los enlaces), una correlación alta y positiva entre la correlación 
media y transitividad, y correlaciones negativas entre la densidad de la red y la 
distancia promedio.

Sin embargo, es importante destacar que en este periodo de estudio ocurrió 
en Uruguay una crisis económica que tuvo, entre otras consecuencias, una fuerte de-
valuación de la moneda (la devaluación interanual fue de 112 % en agosto del 2002), 
con las ya mencionadas consecuencias para el nivel general de precios. Basados 
en los postulados de la teoría de inflación de costos y en constataciones empíricas 
para Uruguay (Cancelo et al., 1994; Bergara et al., 1995), se puede afirmar que una 
devaluación de la moneda provoca transmisión al nivel general de precios por la 
vía de aumento de costos de producción para los productores locales y por vía del 
aumento de los precios de los bienes transables que están sujetos a lo que sucede 
en el resto del mundo. 

Como mencionan Coleman et al. (2010) y Mordecki (2018), en el 2002 se 
desencadena una profunda crisis económica con caída del PIB superior al 10 %, con 
consecuencias en la desigualdad y los niveles de pobreza. Previamente a esta crisis, 
durante la década de 1990 se estableció un plan de estabilización con ancla cambia-
ria, en un contexto de reformas estructurales importantes en Uruguay y la región. 
En esos años, las reformas apuntaban a una mayor “disciplina fiscal y monetaria, en 
conjunto con la liberalización, desregulación, apertura externa y privatización de la 
economía” (Mordecki, 2018).

Por lo tanto, y con el fin de realizar un análisis más detallado, se dividió 
este periodo en tres etapas: un periodo precrisis comprendido entre marzo de 
1998 y mayo de 2002; el periodo de crisis está comprendido entre junio de 2002 
y enero de 2004; mientras que el periodo poscrisis se corresponde a febrero de 
2004 y diciembre de 2010. Cabe destacar que la selección de estos periodos se 
realizó con base en los problemas inflacionarios (no necesariamente económi-
cos), tomando como registros críticos aquellos en los cuales la inflación superó 
el 10 %. La elección del punto de quiebre se hizo considerando lo establecido en la 
“cláusula gatillo”, donde se pauta que, en caso de que la inflación supere un 12 %, 
los salarios nominales deberán ajustarse para evitar que los trabajadores pierdan 
salario real. Si bien nuestro valor difiere del establecido en la cláusula, se elige el 
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10 % ya que es un valor que se encuentra lo suficientemente cerca y, además, es 
el primer valor que alcanza las dos cifras. Esto tiene implicancias desde el punto 
de vista psicológico para los agentes, ya que perciben fácilmente que el sistema 
probablemente se empiece a comportar de manera distinta. Es importante notar 
que este valor es adecuado para la situación uruguaya, pero no asegura que sea 
extrapolable a otros países2.

Al analizar el periodo de crisis, parece observarse en la figura 4 que la inflación 
interanual estaría fuertemente vinculada con lo que sucede dentro de las redes, y se 
nota una alta correlación entre los distintos indicadores y la inflación. En cambio, en 
los periodos de estabilidad no se observa una relación tan intensa entre los indica-
dores y la inflación, aunque en líneas generales se observa una mayor correlación 
para el periodo poscrisis. Esto podría indicar que los efectos de la crisis tuvieron un 
impacto en la estructura de las redes.

Dado el marco teórico planteado, podría pensarse este resultado como una 
consecuencia de que la inflación sería un sistema de dos fases, donde las inflaciones 
altas y bajas conllevan dinámicas sustancialmente distintas en cuanto al proceso de 
formación de redes de precios. En el mismo sentido, podría pensarse en la existen-
cia de un umbral para la inflación cercano al 10 %, a partir del cual la dinámica del 
proceso cambia rotundamente.

Otro de los resultados destacables es la fuerte relación entre la cantidad de 
enlaces y los periodos de alta inflación. Se observa que en los periodos de estabilidad 
la correlación entre ambas variables es inferior a 0,3, mientras que en los periodos 
de crisis inflacionaria la correlación es de 0,78. Esto nos permitiría concluir que los 
periodos de crisis generan una ruptura en la estructura de precios relativos de la 
economía, ya que surge un gran número de altas correlaciones entre precios. A su 
vez, esto puede ser visto como un aumento en el flujo de información entre diferen-
tes precios, ya que, al haber más aristas, la información fluye de manera más ágil 
dentro de las redes.

Al considerarse el último periodo de los datos (2011 en adelante), se tiene que 
las correlaciones son más débiles (figuras 2 y 5) que antes y se constatan cambios 
en el sentido de la correlación entre algunos indicadores y la inflación. Esto podría 

2 Obsérvese la discusión sobre el tema en Frache et al. (2017). En el contexto de un modelo estocástico de 
equilibrio general (DSGE), en Basal et al. (2016) se estima que la meta de inflación es superior a la oficial. 
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deberse a que estamos enmarcados en un periodo de inflación estable (similar a los 
periodos de pre- y poscrisis), por lo cual se mantienen los resultados de correlaciones 
débiles ante inflaciones bajas.

Sin embargo, se sigue manteniendo el hecho de que los picos de inflación 
están asociados a cambios en la topología de la red. En este caso, se observa que 
tanto la densidad de la red como la transitividad aumentan significativamente en 
los momentos en los que la inflación alcanza los valores más altos dentro de este 
subperiodo (fines de 2016 y principios de 2020), los cuales, nuevamente, superaron 
el mencionado umbral de 10 %. Es interesante notar que estos picos inflacionarios 
estuvieron relacionados con aumentos importantes en el tipo de cambio, como pue-
de apreciarse en la figura 3. Por lo tanto, estos resultados sugieren que variaciones 
importantes en el tipo de cambio generan disrupciones en la topología de la red, 
formándose grupos más cohesivos asociados a la distinción entre las dinámicas de 
bienes transables y no transables.

Figura 3.

Comparación de la evolución interanual del tipo de cambio y el aumento de precios en  
el periodo enero de 1997 a junio de 2020, separado por etapas

Fuente: elaboración propia a partir del Instituto Nacional de Estadística de Uruguay (INE).
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Esto parecería indicar que, para este periodo de estudio, se constata una 
relación entre el comportamiento del sistema a un nivel macro (vista desde la 
inflación) y de las redes expresada a través de los indicadores. Por lo tanto, se 
observa que, en periodos de estabilidad del sistema de precios, las redes también 
presentan un comportamiento estable. Asimismo, esta relación se mantiene en 
periodos de inestabilidad: se constatan cambios abruptos en la topología de las 
redes en momentos de fluctuaciones intensas de precios; es decir, se encuentra 
una relación entre el comportamiento del sistema a un nivel meso y el output  
del sistema.

Los resultados obtenidos de la relación entre los indicadores de red y la infla-
ción interanual son consistentes con los obtenidos para el Reino Unido en el trabajo 
de Garantitas et al. (2018). En periodos de estabilidad (gran parte del periodo con-
siderado para el trabajo en el Reino Unido) se encuentra una relación débil entre 
ciertos indicadores propuestos por los autores y la inflación. Por otra parte, ante 
un aumento abrupto en la inflación en el periodo de 2008-2009 (crisis financiera), 
también constatan la existencia de un pico en la densidad de la red.

Lo mencionado es concordante con lo expuesto por Caraballo y Dabus 
(2008), autores que encuentran una relación entre la inflación y la variabilidad de 
los precios relativos (vista, en nuestro caso, desde la evolución de las redes). A su 
vez, los autores constatan que los diferentes regímenes de inflación son determi-
nantes en la variabilidad de precios, lo cual coincide asimismo con los hallazgos  
de este trabajo. Esto tiene consecuencias para la asignación de recursos por parte de  
los agentes. Entendiendo al sistema de precios como el resultado de las interac-
ciones entre individuos y como base de las decisiones futuras de estos, cambios 
abruptos en el sistema y en la estructura de precios relativos hacen que la asigna-
ción óptima de dichos recursos sea difícil.
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Figura 4. 

Comparación de principales indicadores con la inflación interanual en el periodo marzo de 
1997 a diciembre de 2010, separado por etapas (Índice en marzo de 1998 = 100)

 

Fuente: elaboración propia a partir de datos del Instituto Nacional de Estadística de Uruguay (INE).
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Figura 5. 

Comparación de principales indicadores con la inflación interanual en el periodo diciembre 
de 2011 a julio de 2020, separado por etapas (Índice en diciembre de 2011 = 100)

 

Fuente: elaboración propia a partir de datos del Instituto Nacional de Estadística de Uruguay (INE).
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CONCLUSIONES

El presente trabajo permitió abordar la estructura de precios de la economía uru-
guaya desde un enfoque no tradicional, como lo son los sistemas complejos. Como 
resultado, se vieron características del sistema que serían difíciles de percibir si se 
buscaran mediante los métodos usuales desde los cuales se ha abordado la inflación 
en Uruguay.

En particular, se pudo comprobar que para el periodo de estudio el sistema 
se comporta sustancialmente distinto durante periodos de inestabilidad. Este resul-
tado no es algo nuevo en la teoría económica (Blanchard, 2014), sino que debería 
ser considerado por parte de los hacedores de política y agentes económicos. Por lo 
tanto, quienes realizan modelos deben ser precavidos con estos cambios de fase que 
se pueden producir en el sistema, ya que un modelo puede operar de forma adecua-
da si el sistema mantiene su comportamiento; pero en caso de que se produzca un 
cambio de fase y la dinámica del sistema se transforme rotundamente, los modelos 
darán resultados erróneos (tal como ha sucedido en el pasado).

Es preciso recordar que un proceso inflacionario puede darse como un aumen-
to del nivel general de precios sin cambios sustanciales en la estructura de precios 
relativos, o con cambios bruscos en estas relaciones. El segundo caso suele ser más 
nocivo para la economía ya que el aumento de precios no solo erosiona los saldos en 
moneda nacional, sino que también cambia la forma en la cual los agentes asignan 
sus recursos, ya que, ante cambios en los precios relativos, se generan incentivos a 
la relocación de factores productivos y cambios en la estructura de consumo. Pudo 
observarse que durante los procesos de alta inflación aumentaba la densidad de la 
red y, por lo tanto, la relación entre distintos precios. Este cambio en las relaciones 
puede ser visto como un cambio en la estructura de precios relativos de la economía, 
por lo que puede concluirse que durante la crisis de 2002 se produjo un proceso de 
inflación alta acompañada de cambios fuertes en los precios relativos.

Los resultados anteriores permiten concluir que la estructura de precios de 
la economía uruguaya es sumamente volátil, e incluso es probable que no exista 
una estructura subyacente. Si bien el trabajo parte de la base de que la inflación 
puede ser vista como el resultado emergente de un sistema complejo, a lo largo del 
trabajo se recolectaron pruebas suficientes para asegurar que esto es plausible. Si 
aceptamos esta premisa, parece razonable pensar que es muy difícil realizar predic-
ciones de la inflación, al menos en el largo plazo. Esto parece ser coherente con los 
errores que cometen sistemáticamente quienes usan modelos de predicción lineales,  
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que pueden funcionar relativamente bien en el corto periodo, pero no en el largo 
plazo. La evidencia empírica (Curtin, 2009; Coibion y Gorodnichenko, 2015; Frache y 
Lluberas, 2019; Chen, 2019) muestra que los valores esperados por los consumidores 
se ajustan mejor a la realidad que los valores esperados por los expertos, pese a su 
estatus de conocedores del modelo subyacente de la economía.

Como se pudo comprobar, la dinámica, evolutividad y falta de una estructura 
fija subyacente son características presentes en el periodo de estudio, y estas, a su 
vez, son parte de lo que define a un sistema complejo. Asimismo, los cambios en la 
estructura de precios relativos hacen que sea difícil obtener una buena estimación 
de la inflación y más aún su predicción. Esto puede generar problemas importantes 
en los ajustes económicos y planificación de políticas que se realizan tomando como 
uno de los indicadores importantes los niveles de inflación. Tal es el caso de la ya 
mencionada “cláusula gatillo” del caso uruguayo, o las proyecciones que los diferentes 
actores económicos (bancos centrales, empresas y consumidores) consolidan para 
maximizar su beneficio. Como ya se ha señalado, en cualquier caso las dinámicas 
inflacionarias y de la red de precios subyacente son muy diferentes en el caso de 
inflaciones (relativamente) bajas que altas. Estos resultados plantean limitaciones 
acerca de la plausibilidad de efectuar proyecciones sobre la inflación a plazos largos. 

Los resultados de este trabajo y los desarrollos acerca de los cambios en los 
indicadores del sistema ante el advenimiento de un periodo de inestabilidad hacen 
que sea plausible utilizar estos indicadores como señales de alerta para anticipar 
problemas inflacionarios en un futuro. Sin embargo, es preciso remarcar algunas 
limitaciones del trabajo. El cambio de base en la mitad del periodo provoca que los 
datos no sean estrictamente comparables (al igual que tampoco son las redes que 
se construyen a partir de estos).

Otra limitante es la utilización de la correlación lineal para la construcción de 
enlaces, dado que esta no permite captar relaciones no lineales entre las dinámi- 
cas de precios. Futuras investigaciones podrían incluir la verificación de la plausi-
bilidad de utilizar relaciones lineales entre los precios, lo que podría ser diferente 
dependiendo los niveles de inflación. Asimismo, para futuros trabajos se podría 
emplear otra métrica para construir los enlaces que hagan posible captar otro tipo 
de relación por fuera de la lineal. A su vez, se podría estudiar la sensibilidad de los 
resultados ante cambios en el valor del umbral usado para filtrar las correlaciones (u). 
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A. ANEXO

A.1. Subrubros (1997-2010)

La categorización en transables/no transables se realizó revisando antecedentes 
previos, para luego proceder a clasificar cada subrubro o clase de forma ad hoc, con 
base en criterios económicos.

ID Subrubro Rubro Transable
1 Panes y cereales Alimentos y bebidas T
2 Carnes y derivados Alimentos y bebidas T
3 Lácteos y huevos Alimentos y bebidas T
4 Aceites y grasas Alimentos y bebidas T
5 Verduras, legumbres y tubérculos Alimentos y bebidas T
6 Frutas Alimentos y bebidas T
7 Azúcar, café, té, yerba, cacao Alimentos y bebidas T
8 Otros alimentos Alimentos y bebidas T
9 Bebidas no alcohólicas Alimentos y bebidas T

10 Bebidas alcohólicas Alimentos y bebidas T
11 Comidas semielaboradas Alimentos y bebidas T
12 Comidas elaboradas Alimentos y bebidas T
13 Comidas fuera del hogar Alimentos y bebidas NT
14 Vestimenta exterior Vestimenta y calzado T
15 Vestimenta interior Vestimenta y calzado T
16 Vestimenta de bebé Vestimenta y calzado T
17 Tela, hilados y servicios de confección Vestimenta y calzado T
18 Calzado Vestimenta y calzado T
19 Reparación de calzado Vestimenta y calzado NT
20 Alquileres brutos Vivienda NT
21 Servicios y materiales, p/reparación Vivienda NT
22 Gastos comunes e impuestos municipales Vivienda NT
23 Electricidad Vivienda NT
24 Gas Vivienda NT
25 Combustible Vivienda T
26 Agua corriente Vivienda NT
27 Muebles, accesorios fijos Muebles, enseres y cuidados de la casa T
28 Alfombras y revestimientos Muebles, enseres y cuidados de la casa T
29 Objetos de arte y decoración Muebles, enseres y cuidados de la casa T
30 Tejidos para el hogar y otros accesorios Muebles, enseres y cuidados de la casa T
31 Artefactos y electrodomésticos Muebles, enseres y cuidados de la casa T
32 Cristalería, vajilla, utensilios Muebles, enseres y cuidados de la casa T
33 Servicios para el hogar Exc. Serv. doméstico Muebles, enseres y cuidados de la casa NT
34 Servicio doméstico Muebles, enseres y cuidados de la casa NT
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ID Subrubro Rubro Transable
35 Reparaciones del hogar Muebles, enseres y cuidados de la casa NT

36 Productos medicinales y farmacéuticos Cuidados médicos y conservación de la 
salud T

37 Aparatos y equipos terapéuticos Cuidados médicos y conservación de la 
salud T

38 Servicios médicos no mutuales Cuidados médicos y conservación de la 
salud NT

39 Servicios médicos mutuales y colectivos Cuidados médicos y conservación de la 
salud NT

40 Internaciones e intervenciones quirúrgicas Cuidados médicos y conservación de la 
salud NT

41 Equipo de transporte personal Transporte y comunicaciones T
42 Neumáticos, cámaras, piezas y reparaciones Transporte y comunicaciones T
43 Combustibles y lubricantes Transporte y comunicaciones T
44 Otros gastos de transporte Transporte y comunicaciones NT
45 Transporte terrestre Transporte y comunicaciones NT
46 Transporte aéreo Transporte y comunicaciones T
47 Correo y encomiendas Transporte y comunicaciones NT
48 Servicio telefónico Transporte y comunicaciones NT

49 Aparatos de audio, video, TV Esparcimiento, equipos recreativos y 
culturales T

50 Piezas y accesorios, y reparación de artículos Esparcimiento, equipos recreativos y 
culturales T

51 Otros artículos recreativos no duraderos Esparcimiento, equipos recreativos y 
culturales T

52 Entrada a espectáculos Esparcimiento, equipos recreativos y 
culturales NT

53 Juegos de azar Esparcimiento, equipos recreativos y 
culturales NT

54 Actividades recreativas Esparcimiento, equipos recreativos y 
culturales NT

55 Otros gastos en esparcimiento Esparcimiento, equipos recreativos y 
culturales NT

56 Diarios, revistas y otros impresos Esparcimiento, equipos recreativos y 
culturales NT

57 Libros Esparcimiento, equipos recreativos y 
culturales T

58 Servicio de hoteles y alojamiento Esparcimiento, equipos recreativos y 
culturales NT

59 Gastos en excursiones Esparcimiento, equipos recreativos y 
culturales NT

60 Matrículas y cuotas de enseñanza curricular Enseñanza NT
61 Ídem extracurricular Enseñanza NT
62 Libros y materiales de enseñanza Enseñanza T
63 Servicios personales Otros gastos de consumo NT
64 Artículos para cuidado personal Otros gastos de consumo T
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ID Subrubro Rubro Transable
65 Otros efectos personales Otros gastos de consumo T
66 Tabaco Otros gastos de consumo T
67 Servicios profesionales Otros gastos de consumo NT
68 Servicios fúnebres Otros gastos de consumo NT
69 Servicios financieros Otros gastos de consumo NT
70 Otros servicios Otros gastos de consumo NT

A.2. Clases (2010-2020)

Tabla 2.

Clases de bienes y servicios que componen el IPC con base en diciembre de 2010

ID Clase División Transable
1 Pan y cereales Alimentos y bebidas no alcohólicas T
2 Carne Alimentos y bebidas no alcohólicas T
3 Pescado Alimentos y bebidas no alcohólicas T
4 Leche, queso y huevos Alimentos y bebidas no alcohólicas T
5 Aceites y grasas Alimentos y bebidas no alcohólicas T
6 Frutas Alimentos y bebidas no alcohólicas T
7 Legumbres y hortalizas Alimentos y bebidas no alcohólicas T

8 Azúcar, mermelada, miel, chocolate y dulces de 
azúcar Alimentos y bebidas no alcohólicas T

9 Productos alimenticios n.e.p. Alimentos y bebidas no alcohólicas T
10 Café, té y cacao Alimentos y bebidas no alcohólicas T

11 Aguas minerales, refrescos, jugos de frutas y de 
legumbres Alimentos y bebidas no alcohólicas T

12 Bebidas destiladas Bebidas alcohólicas, tabaco y 
estupefacientes T

13 Vino Bebidas alcohólicas, tabaco y 
estupefacientes T

14 Cerveza Bebidas alcohólicas, tabaco y 
estupefacientes T

15 Tabaco Bebidas alcohólicas, tabaco y 
estupefacientes T

16 Prendas de vestir Prendas de vestir y calzados T
17 Limpieza, reparación y alquiler de prendas de vestir Prendas de vestir y calzados NT
18 Zapatos y otros calzados Prendas de vestir y calzados T
19 Reparación y alquiler de calzado Prendas de vestir y calzados NT
20 Alquileres efectivos pagados por los inquilinos Vivienda NT

21 Materiales para la conservación y la reparación de la 
vivienda Vivienda T

22 Servicios para la conservación y la reparación de la 
vivienda Vivienda NT
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ID Clase División Transable
23 Suministro de agua Vivienda NT
24 Recogida de basuras Vivienda NT
25 Alcantarillado Vivienda NT
26 Otros servicios relacionados con la vivienda n.e.p. Vivienda NT
27 Electricidad Vivienda NT
28 Gas Vivienda NT
29 Combustibles sólidos Vivienda T
30 Muebles y accesorios Muebles y artículos para el hogar T
31 Productos textiles para el hogar Muebles y artículos para el hogar T
32 Artefactos para el hogar grandes, eléctricos o no Muebles y artículos para el hogar T
33 Reparación de artefactos para el hogar Muebles y artículos para el hogar NT

34 Artículos de vidrio y cristal, vajilla y utensilios para 
el hogar Muebles y artículos para el hogar T

35 Herramientas y equipo grandes Muebles y artículos para el hogar T
36 Herramientas pequeñas y accesorios diversos Muebles y artículos para el hogar T
37 Bienes para el hogar no duraderos Muebles y artículos para el hogar T
38 Servicios domésticos y para el hogar Muebles y artículos para el hogar NT
39 Productos farmacéuticos Salud T
40 Artefactos y equipo terapéuticos Salud T
41 Servicios médicos Salud NT
42 Servicios dentales Salud NT
43 Servicios paramédicos Salud NT
44 Servicios de hospital Salud NT
45 Servicios médicos mutuales y colectivos Salud NT
46 Vehículos a motor Transporte T
47 Motocicletas Transporte T
48 Bicicletas Transporte T

49 Piezas de repuesto y accesorios para equipo de 
transporte personal Transporte T

50 Combustibles y lubricantes para equipo de 
transporte personal Transporte T

51 Conservación y reparación de equipo de transporte 
personal Transporte NT

52 Otros servicios relativos al equipo de transporte 
personal Transporte NT

53 Transporte de pasajeros por carretera Transporte NT
54 Transporte de pasajeros por aire Transporte T

55 Transporte de pasajeros por mar y cursos de agua 
interiores Transporte T

56 Transporte combinado de pasajeros Transporte NT
57 Otros servicios de transporte adquiridos Transporte NT
58 Servicios postales Comunicaciones NT
59 Equipo telefónico y de facsímile Comunicaciones T
60 Servicios telefónicos y de facsímile Comunicaciones T
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ID Clase División Transable

61 Equipo para la recepción, grabación y reproducción 
de sonidos e imágenes Recreación y cultura T

62 Equipo fotográfico, cinematográfico e instrumentos 
ópticos Recreación y cultura T

63 Equipo de procesamiento e información Recreación y cultura T
64 Medios para grabación Recreación y cultura T
65 Juegos, juguetes y aficiones Recreación y cultura T
66 Jardines, plantas y flores Recreación y cultura NT
67 Animales domésticos y productos conexos Recreación y cultura T

68 Servicios de veterinaria y de otro tipo para animales 
domésticos Recreación y cultura NT

69 Servicios de recreación y deportivos Recreación y cultura NT
70 Servicios culturales Recreación y cultura NT
71 Juegos de azar Recreación y cultura NT
72 Libros Recreación y cultura T
73 Diarios y periódicos Recreación y cultura NT
74 Papel y útiles de oficina y materiales de dibujo Recreación y cultura T
75 Paquetes turísticos Recreación y cultura T
76 Enseñanza preescolar o enseñanza primaria Educación NT
77 Enseñanza secundaria Educación NT
78 Enseñanza terciaria Educación NT
79 Enseñanza no atribuible a ningún nivel Educación NT
80 Restaurantes, cafés y establecimientos similares Restaurantes y hoteles NT
81 Comedores Restaurantes y hoteles NT
82 Servicios de alojamiento Restaurantes y hoteles NT

83 Salones de peluquería y establecimientos de 
cuidados personales Bienes y servicios diversos NT

84 Otros aparatos, artículos y productos para la 
atención personal Bienes y servicios diversos T

85 Otros efectos personales Bienes y servicios diversos T
86 Seguro relacionado con la vivienda Bienes y servicios diversos NT
87 Seguro relacionado con el transporte Bienes y servicios diversos NT
88 Otros servicios n.e.p. Bienes y servicios diversos NT

A.3. Estimación del umbral u

Para comprender este procedimiento, recomendamos al lector leer a Álvarez et al. 
(2021), ya que esta sección se extrajo textualmente de allí.

Para la estimación del umbral u se procedió a simular las distintas redes para 
los 8 años de estudio en el rango de valores [0.1; 0.55] de este parámetro. Para valores 
mayores a 0,55, la red quedaba con muchos nodos aislados. Se calculó un conjunto 
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de indicadores y se procedió a seleccionar el valor del umbral buscando que este 
cumpliera con dos propiedades:

1. Que fuera un punto de inflexión en alguna de los indicadores de interés.
2. Que este valor no presentara situaciones atípicas o extrañas en los demás 

indicadores. 

Con estos fines, se evaluó un conjunto de indicadores para las 8 redes obteni-
das, y luego se procedió a sintetizar esa información calculando el promedio de dichos 
indicadores en los 8 años para cada valor del umbral. En particular, se puede ver que 
el valor de u = 0,36 parecería ser un punto de inflexión con respecto a la cantidad 
de comunidades que se halla en promedio para cada año (figura 6), lo que indicaría 
que, de presionarse el valor del umbral más hacia arriba, el número de comunidades 
obtenidas empezaría a tener un comportamiento errático que dificultaría el análisis 
que se busca realizar.

Figura 6. 

Cantidad de comunidades promedio para distintos valores de u

 
Fuente: Álvarez et al. (2021).

A su vez, se puede apreciar en la figura 7 que el valor seleccionado no parece 
presentar problemas en los indicadores evaluados. Para el caso de la densidad de la 
red y la modularidad, se ve un crecimiento monótono y sin perturbaciones a medida 
que se aumenta el valor del umbral; lo mismo, pero en sentido contrario, sucede 
con la distancia promedio; por lo que podría concluirse que el valor 0,36 no parece 
presentar problemas con respecto a estos indicadores. Por último, se puede ver en 
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la esquina inferior de la figura 7 la proporción de años que las redes fueron “mundo 
pequeño” (m.p.), observándose que los resultados parecen ser relativamente estables 
para el rango de valores simulados.

Figura 7.

Evolución promedio de diferentes indicadores para distintos valores de u 

  

Fuente: Álvarez et al. (2021).

A.4. Interpretación de modularidad

La fórmula de la modularidad permite distinguir qué tanto difieren la cantidad de 
enlaces que se dan dentro de las comunidades con respecto a la cantidad esperada 
si las comunidades fueran independientes a la formación de los enlaces. Valores 
próximos a 1 implicarán que las comunidades afectan positivamente a la cantidad 
de enlaces, mientras que valores cercanos a -1 implicarán que la cantidad de enlaces 
dentro de las comunidades serán menores a los que se hubieran dado si estas hu-
bieran sido elegidas al azar, por lo cual implicaría que la estructura de comunidades 
hallada es deficiente.

La modularidad es, en realidad, el cociente entre la cantidad de enlaces que 
se dan dentro de las comunidades menos la cantidad esperada bajo independencia, 
dividido el total de enlaces en la red:
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𝑄𝑄𝑄𝑄 =
𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 − 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑝𝑝𝑝𝑝𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑐𝑐𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑜𝑜𝑜𝑜𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜
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𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗) 
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1

2𝑚𝑚𝑚𝑚
[��𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑗𝑗𝑗𝑗
2𝑚𝑚𝑚𝑚

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗�] =
1

2𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑗𝑗𝑗𝑗
2𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛

���𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
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𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗

� 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗) 

 
La demostración de que la ecuación [8] representa esto se muestra a conti-

nuación. Tal demostración será realizada para redes no dirigidas y no ponderadas, 
aunque el concepto puede ser extendido con facilidad a redes ponderadas.

Demostración. Este procedimiento surge de lo expuesto en Newman (2010). 
Sea G un grafo no ponderado y dirigido donde |V| = N. Recordemos que si G es no 
dirigido y no ponderado, se cumple que Ai,j = 1 ⇔ {i, j} ∈ E y Ai,j = 0 en caso contrario. 
Sea C = {c1, c2, …, ck} una partición del conjunto de nodos donde se cumple:

• ci ∩ cj = ∅ ∀ i≠j
•	 ⋃i ci = V

La cantidad de enlaces que se dan entre nodos dentro de una misma comu-
nidad es igual a:

𝑄𝑄𝑄𝑄 =
𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 − 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑝𝑝𝑝𝑝𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑐𝑐𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑜𝑜𝑜𝑜𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜
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𝑄𝑄𝑄𝑄 =
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[��𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑗𝑗𝑗𝑗
2𝑚𝑚𝑚𝑚
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𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛
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𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗

� 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗) 

Luego, dado un nodo i con grado ki y un nodo j con grado kj, la probabilidad de 
que haya un enlace entre ellos, suponiendo que estos no dependen de la estructura 
de comunidades, es:

𝑄𝑄𝑄𝑄 =
𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 − 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑝𝑝𝑝𝑝𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑐𝑐𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑜𝑜𝑜𝑜𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜
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Donde m es igual a la cantidad de enlaces dentro de la red (m = |E|). Por lo 
tanto, la cantidad esperada de enlaces que se forman dentro de las comunidades 
bajo el supuesto de independencia es de:

𝑄𝑄𝑄𝑄 =
𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 − 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑝𝑝𝑝𝑝𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑐𝑐𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑜𝑜𝑜𝑜𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜
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2𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗) 

𝑄𝑄𝑄𝑄 =
1

2𝑚𝑚𝑚𝑚
[��𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑗𝑗𝑗𝑗
2𝑚𝑚𝑚𝑚

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗�] =
1

2𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑗𝑗𝑗𝑗
2𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛

���𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−��
𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗

� 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗) 

Que no es más que la cantidad posible de aristas que podrían haber dentro de 
las comunidades por la probabilidad de que tales enlaces existan.
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Finalmente, como ya se ha mencionado, m es la cantidad de enlaces que hay 
en toda la red; por lo tanto, se tiene que:

𝑄𝑄𝑄𝑄 =
𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 − 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑝𝑝𝑝𝑝𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 𝑜𝑜𝑜𝑜𝑐𝑐𝑐𝑐𝑒𝑒𝑒𝑒𝑜𝑜𝑜𝑜𝑐𝑐𝑐𝑐𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜

1
2
��𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)

𝑗𝑗𝑗𝑗𝑖𝑖𝑖𝑖

 

𝑃𝑃𝑃𝑃({𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝑗𝑗𝑗𝑗} ∈ 𝐸𝐸𝐸𝐸) =
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑗𝑗𝑗𝑗
2𝑚𝑚𝑚𝑚

1
2
��

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑗𝑗𝑗𝑗
2𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗) 

𝑄𝑄𝑄𝑄 =
1

2𝑚𝑚𝑚𝑚
[��𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑗𝑗𝑗𝑗
2𝑚𝑚𝑚𝑚

𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗�] =
1

2𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑗𝑗𝑗𝑗
2𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛𝑛𝑛

���𝐴𝐴𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑛𝑛

−��
𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗

� 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗) 


